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非対称縮小ジャンケンの進化ゲーム論的分析
横　　尾　　昌　　紀
１　は じ め に
　ジャンケン（Rock-scissors-paper game）は日本の各地で様々な日常的場面において老若男女問わず
プレイされるお馴染みの“ゲーム”である。ジャンケンはまた，日常生活の中だけでなく，大学での
ゲーム理論の講義でも，純粋戦略のナッシュ均衡を持たないゲームの例としてよく取り扱われる。し
かしながら，混合戦略のナッシュ均衡の入門的な説明のために，限られた講義時間の中で３×３ゲー
ムを扱うのは初心者にとって困難であろうと思われる。そこで，筆者は，代替案として，２人のプレ
イヤーがそれぞれグー，チョキ，パーのうち２つしか使うことができないという制約を入れたゲーム
をしばしば講義の題材に使う。例えば，プレイヤー１はグーとチョキ，プレイヤー２はグーとパーと
いったように。当然，非対称性を仮定する。さもなくば，「あいこ」が唯一のナッシュ均衡になって
しまい面白くない。このようにして，ジャンケンの風味を残しつつ，ゲームを初心者でも学びやすい
２×２に縮小するのである。
　一方，進化ゲーム理論の枠組みにおいて，ジャンケンは詳しく研究されてきた。詳細な分析につ
いては，例えば， Weissing（1991）を参照せよ。進化ゲーム理論における重要な基本モデルのひとつ
に連続時間の複製子動学（replicator dynamics）が挙げられる。複製子動学では，プレイヤーの合理性
ではなく，複製子と呼ばれる仮想的行動主体による場当たり的あるいは適応的な行動の結果，何ら
かの合理性を有するナッシュ均衡が選ばれたり，あるいは，場合によっては持続的な動学的不均衡
が発生したりする。複製子動学によるジャンケンが多くの人々の興味を引くのは，前者の均衡選択 
（equilibrium selection）の観点からというよりも，後者の持続的な不均衡によるものであろうと考えて
いる。最も簡素な設定において，連続時間の複製子ジャンケン動学は， Lotka-Volterra系と同値の構造
をもち，その結果，持続的な周期変動が生じることが知られている。
　しかし，そのような周期変動を生じる連続時間の複製子ジャンケン動学は構造安定性（structural 
stability）を持たない。すなわち，系へのわずかな摂動により周期解は容易に消え去ってしまうので
ある。目に見える経済や社会の現象を数理的にとらえるという観点からは，このような頑健性をもた
ないモデルの性質を現実に生じえる典型的な性質であるとみなすことは好ましくない。
　そのような中，Hommes and Ochea（2012）は，ジャンケンを複製子動学に替わって，一種の適応
的な動学であるロジット動学（logit dynamics）を用いて分析した結果，摂動に対して頑健性をもつ周
期解である極限周期軌道 （limit cycle）が生じることを Hopf分岐の理論を用いて示した。つまり，ロジッ
ト動学を前提にする限り，ナッシュ均衡の周りを持続的に変動し続けるという挙動はひとつの典型的
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なものとみなされるのである。
　それでは最初に述べた縮小ジャンケンの進化動学的な性質はいかなるものであろうか。本稿では，
縮小ジャンケンを複製子動学とロジット動学の双方を用いて，その動学的な性質を分析する。 
２　静学的非対称縮小ジャンケン
　最初に，静学的な縮小版のジャンケンゲームを提示しておく。２人のプレイヤー（プレイヤー i, 
i ＝1, 2）が以下のようなジャンケンの一変種をプレイすることを考える。すなわち，プレイヤー１は，
グーとチョキしか出すことができない。一方，プレイヤー２は，グーとパーしか出すことができない。
しかし，通常のジャンケン同様に，グーはチョキに勝ち，チョキはパーに勝ち，パーはグーに勝つと
いう三竦みの関係は維持される。これは実際に日本の各地で行われている「ジャンケンポイポイ」と
呼ばれるジャンケンの一変種の一局面と理解することもできよう。プレイヤー１は，あいこのとき０，
負けたとき－a（a ＞０），勝ったとき c （c ＞０）の利得を得る。プレイヤー２は，あいこのとき０，
負けたとき－d（d ＞０），勝ったとき b （b ＞０）の利得を得る。これを利得表にすると以下のように
なる。
1 \ 2 グー パー
グー 0, 0 −a, b （１）
チョキ −a, b c, −d
　今後のためにプレイヤー１の利得行列をA，プレイヤー２の利得行列を B とおくと，それらは以下
のように表される。
 （２）
　ここで，T は転置を表す。プレイヤー１がグーを出す確率を ，プレイヤー２がグーを出す確率を 
とおくと，プレイヤー１およびプレイヤー２の戦略は，それぞれ 
 （３）
で表される。このゲーム（１）は上記の任意のパラメータに対し，唯一のナッシュ均衡をもつ。表記
の単純化のためにそれを各プレイヤーがグーを出す確率の対，すなわち，  で表せば，ナッシュ
均衡は，
 （４）
と計算できる。
－95－
非対称縮小ジャンケンの進化ゲーム論的分析 １7１
３　複製子動学
　この節では，前節で与えられた縮小ジャンケンを複製子動学を用いて動学化し，その分析を行う。
複製子動学については，例えば，Taylor and Jonker（1978）やWeibull（1995）を参照されたい。ゲーム（１）
に対応する複製子動学は以下の微分方程式系で与えられる。 
 （５）
 （６）
　ただし，「 ・ 」は時間 t に関する微分 
d
 dt   を表す。複製子動学（５）－（６）の内部定常状態は静学
的ナッシュ均衡（４）に対応することに注意する。複製子動学（５）－（６）のヤコビ行列 Jrep を
内部定常状態  で評価すれば，
 （７）
となる。よって，ヤコビ行列 Jrep  の固有値は共役の純虚数である。固有値の実部が０であるため，
これだけでは定常状態の近傍の局所的振舞いの型を決定できない。しかし，内部定常状態  は複
製子動学（５）－（６）のもとで渦心点（center）であることがわかる。実際，複製子動学（５）－（６）
から，dt を消去すれば，
 （８）
となる。（８）式は変数分離型の微分方程式で，積分すると，
 （９）
を得る。ただし，Cは任意の正の定数である。与えられた C に対し，（９）式で表される積分曲線は
内部定常状態を囲む閉曲線である。 ＝（0, 0），（0, 1），（1, 0），（1, 1）の端点はいずれも複製子動
学（５）－（６）の定常状態であるが，ナッシュ均衡ではない。また，これらはいずれも鞍点であるこ
とは容易に確認される。また，  ∈（0, 1）および  ∈（0, 1）の範囲で，
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であるから，内部に初期条件をもつ解は時計回りに閉軌道を描く。また，状態空間［0, 1］×［0, 1］の
内部は閉軌道で埋め尽くされていることがわかる。図１を見よ。
図１：縮小ジャンケンに対する複製子動学の位相図。時計周りの周期軌道が無数に
存在する。 a = 4， b = 1， c = 2， d = 4，  = （0.8, 0.6）．
４　ロジット動学
　複製子動学とは異なるアドホックな適応的動学を我々の縮小ジャンケンに導入し，その動学的挙動
を調べてみる。ここでは，最適反応動学 （best response dynamics）の滑らかな近似である，Fudenberg 
and Levine（1998）やHommes and Ochea（2012）で導入されたロジット動学（logit dynamics）を非対称ゲー
ムに対応するように修正し，それをゲーム（１）に適用する。対応するロジット動学は，以下のよう
に表現できる。
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 （10）
 （11）
　ただし，βは選択の強度を表す正のパラメータである。ロジット動学（10）－（11）の定常状態は一
意的に存在し，それはβの値に依存せずに（４）で与えられる。つまり，静学ゲームとロジット動学
ナッシュ均衡の定常状態が対応している。ここで，複製子動学の場合と異なり，ロジット動学のもと
では，状態空間［0, 1］×［0, 1］はもはや時間に関して正方向に不変ではないことに注意する。
　定常状態の大域的安定性を調べるために，（10）－（11）式のヤコビ行列 Jlog を求める。 
 （12）
　任意の  に対し， 
 （13）
　および，
 （14）
 （15）
だから，Olechの定理（例えば，Gandolfo 1995, pp. 354⊖355）により，定常状態  は大域的に漸近
安定であるといえる。局所的な挙動についてより詳しく調べるために，（12）を定常状態で評価すると，
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 （16）
となる。定常点が渦状点になるのは，Jlog  の固有値が非実数となるとき，すなわち，
 （17）
のときである。単純な計算により，βが十分に大きいとき，より正確には，
 （18）
のとき，定常点が（漸近安定）渦状点となることがわかる。図２をみよ。
図２： 縮小ジャンケンに対するロジット動学の位相図。ナッシュ均衡は大域的漸近
安定となる。a = 4， b = 1， c = 2， d = 4， β = 20,  = （0.8, 0.6）．
５　結　　　語
　本稿では，まず静学的な非対称の縮小ジャンケンゲームを提示した。これを複製子動学を用いて分
析した結果，通常のジャンケンの複製子動学と類似の性質をもつことがわかった。すなわち，縮小ジャ
－99－
非対称縮小ジャンケンの進化ゲーム論的分析 １75
ンケンの場合でも通常のジャンケンと同様に，ナッシュ均衡に対応する内部定常状態の周りに無数の
周期解の族が発生する。これは初期条件に依存して振幅の異なる周期変動が持続することを意味する。
このことは実際には観察できるどのような現象に対応しているのであろうか。ひとつの解釈は，この
ような持続的変動がマージャンやカードゲームなどで人々が経験するとされる「つき」の循環とみな
すというものである。静学的なナッシュ均衡では勝ち負けは一定の確率で生じるが，周期解に沿った
プレイを考えると，時間の経過とともに勝つ頻度が高くなったり低くなったりする。
　しかし，この複製子動学系は，Lotka-Volterra系と同様に構造的に不安定であるという性質をもつた
め，わずかな摂動により，内部定常状態が渦心点であるという性質や周期解が存在するという性質は
容易に消滅する。したがって，経済や社会を数理モデルでとらえるとき，モデル化されていない，状
態に依存する攪乱要素は完全には無視できないであろうから，持続的周期変動という摂動に対し頑健
性をもたない性質を典型的なものとみなすことには慎重にならなければならない。
　一方，ロジット動学を用いた縮小ジャンケンの分析では，任意のパラメータ値に対して，ナッ
シュ均衡に対応する内部定常状態が大域的に漸近安定であることを示した。すなわち，Hommes and 
Ochea（2012）が通常のジャンケンに対してその存在を示したような極限周期軌道は，本稿の動学的
定式化による縮小ジャンケンでは発生しえないということである。縮小ジャンケンではゲームの非対
称性にもかかわらず相互作用が通常のジャンケンに比較して単純化されているため，あるひとつの選
択肢の選択率の時間変化率がその選択肢の選択率に対し単純な依存性しかもたず，その結果，持続的
な循環的変動を生み出すために必要な強い非線形性が生じなかったことがその原因であろう。
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